11 клас алгебра.
Тема уроку: Елементи комбінаторики. Комбінаторні правила суми та добутку. Перестановки, розміщення, комбінації. 
Мета: ознайомити учнів з новим розділом математики; досягти засвоєння  основних правил та понять, а саме: правило суми і добутку, поняття факторіалу, розміщення, перестановки, комбінації. Навчати практичному застосуванню набутих знань; розвивати увагу й пам'ять; виховувати зацікавленість предметом. 
Тип уроку: урок формування нових знань.

Обладнання: комп'ютер, проектор, вчительська презентація «Елементи комбінаторики».

Хід уроку

І.  Організаційний момент. 

II. Оголошення теми [слайд1]  і мети уроку [слайд2]
Сьогодні ми познайомимося з новим розділом математики, який дещо відрізняється від тих, які вивчались раніше. Розділ математики, який ми починаємо вивчати, називається комбінаторикою. Запишемо план за яким будемо працювати.

План

1. Правило суми і правило добутку
2. Поняття факторіалу.

3. Розміщення.
4. Перестановки.
5. Комбінації (сполучення)
ІІІ. Вивчення нового матеріалу
Розповідь учителя
Комбінаторикою називається розділ математики, в якому вивчаються питання про те, скільки різних сполук, що відповідають тим чи іншим умовам, можна скласти із заданих об'єктів (елементів множини). Часто доводиться розв'язувати задачі, в яких потрібно вибирати з даної кількості елементів такі, що мають певні властивості, або розміщувати їх у певному порядку.

Наприклад, скільки пар чергових можна утворити з 34 учнів класу? Скількома способами можна розмістити 7 гостей за столом? Скільки існує шестицифрових телефонних номерів?

Задачі такого виду називаються комбінаторними і розв'язуванням таких задач ми й будемо займатись.

З задачами, в яких приходиться вибирати ті чи інші предмети, розміщувати їх в певному порядку і відшуковувати серед різних розміщень найкращі, люди стикнулися ще в доісторичну епоху, обираючи найкращі розміщення мисливців під час полювання, воїнів під час битви, інструментів під час роботи. Певним чином розміщувалися прикраси на одязі, візерунки на кераміці. З ускладненням виробничих і суспільних відносин ширше приходилося користуватися загальними поняттями про порядок, ієрархію, групування. В тому ж напрямку діяв розвиток ремесел торгівлі.

Дуже часто при розв’язуванні задач доводиться давати відповіді на такі запитання: [слайд 3]

· Скільки існує елементів з заданими властивостями? (Визначити кількість діагоналей в многокутнику, граней в піраміді, найбільшу кількість прямокутних граней у похилому паралелепіпеді і т.д.)

· Чи існує хоча б один елемент з заданими властивостями? (трикутник з периметром10 см. чи сумою кутів 200 градусів)

· Скільки розв’язків має задача? (підрахунок способів вибору редколегії стінгазети)

Усі ці задачі є комбінаторними. Вони розглядають скінченні множини елементів довільної природи або сполуки, які носять певну назву: перестановки, розміщення і комбінації. Вивчення цих сполук та двох основних правил розв’язування комбінаторних задач розглянемо на сьогоднішній парі.

Насамперед, введемо поняття впорядкованої множини. Це множина для якої порядок розміщення елементів має істотне значення, тобто n елементів є пронумеровані.

Наприклад, з елементів а, в, с можна утворити такі впорядковані множини [image: image1.wmf](
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1. Правило суми і правило добутку
Багато комбінаторних задач можуть бути розв’язані за допомогою двох важливих правил, які називають відповідно правило суми і правило добутку.

Спочатку розглянемо правило суми: [слайд 4]
якщо деякий елемент А можна вибрати m способами, а елемент В — n способами (причому будь-який вибір елемента А відрізняється від вибору елемента В), то вибрати А або В можна m + n способами.

Приклад 1. В ящику знаходиться 7 білих і 4 чорних кульки. Тоді вибрати одну кульку: білу або чорну можна 7 + 4 = 11 способами.

Зрозуміло, що правило суми можна розповсюдити на три і більше елементів.

Сформулюємо правило добутку: [слайд 5]
якщо деякий елемент А можна вибрати m способами, а після кожного такого вибору інший елемент В можна вибрати (незалежно від вибору елемента А) — n способами, то пару об’єктів А і В можна вибрати mn способами.

Приклад 2. У шкільній їдальні є вибір з 3 перших і 5 других блюд. Тоді обід з першого і другого блюда можна обрати 3 ∙ 5 = 15 способами.

Правило добутку розповсюджується на три і більше елементів.

Приклад 3. Скільки трицифрових чисел можна скласти з цифр 1;2;3;4;5, якщо в числі: 1) цифри не повторюються; 2) цифри повторюються. [слайд 5]
Розв’язання.

1) Маємо 5 способів для сотень числа (мал. 1). Після того, як місце сотень заповнене (наприклад, цифрою 1), для десятків залишається 4 способи. Міркуючи далі, для одиниць - 3 способи. Отже, маємо: «5 способів, і після кожного з них — 4, і після кожного з них — 3 способи». За правилом добутку маємо 5 ∙ 4 ∙ 3 = 60 чисел.


   5   ∙   4   ∙   3




  5   ∙   5   ∙   5

(мал. 1) 





(мал. 2)

2) Якщо цифри у числі повторюються, то на кожне з трьох місць є по 5 варіантів заповнення (мал. 2), і тоді всіх чисел буде 5 ∙ 5 ∙ 5 = 125.

Приклад 4. Скільки парних чотирицифрових чисел можна скласти з цифр 6; 7; 8; 9, якщо в числі цифри не повторюються?

Розв’язання. Парне чотирицифрове число можна отримати, якщо останньою цифрою буде 6 або 8. Чисел, у яких остання цифра 6 буде 3 ∙ 2 ∙ 1 = 6 (мал. 3), чисел, у яких остання цифра 8 буде також 6. За правилом суми всього парних чисел, що задовольняють умові, буде 6 + 6 = 12.


   3   ∙   2   ∙   1
    +
        3   ∙   2   ∙   1

(мал. 3)
2. Поняття факторіалу. [слайд 6]
Означення. Факторіалом числа n, де n — ціле невід’ємне число називають добуток всіх натуральних чисел від 1 до n.

Позначають це так n! Отже, n! = 1 ∙ 2 ∙ 3 ∙...∙ (n - 1) ∙ n. За означенням приймають 0! = 1. 

1! = 1

2! = 1 ∙ 2 = 2

3! = 1 ∙ 2 ∙ 3 = 6

4! = 1 ∙ 2 ∙ 3 ∙ 4 = 24.

Приклад 5. Спростити вираз 6!/5!.

Розв’язання. 

Маємо 

3. Розміщення. [слайд 7]
Нехай дано множину X з n елементів х1,х2,…,хn-1,хn.

Означення. Розміщенням з n елементів по k (k<n) називають будь-яку впорядковану підмножину У множини X, причому дві такі підмножини вважають різними, якщо вони відрізняються складом або порядком елементів.

Для позначення цього числа застосовується спеціальний символ [image: image8.png]


 (читається: «число розміщень із n по k » або « А із n по k». А – перша буква  французького слова «arrangement», що означає «розміщення, приведення у порядок».

Використовуючи позначення факторіала, формулу записують у вигляді: [image: image10.png]



Приклад 6. Нехай дано множину Х = {1;2;3}. Тоді по одному можна скласти такі розміщення: [слайд 8]
(1), (2), (3) - їх буде 3;

по два можна скласти такі розміщення:

(1;2), (1;3), (2;1), (2;3), (3;1), (3;2) - їх буде 6; 

по три можна скласти такі розміщення:

(1;2;3), (1;3;2), (2;1;3), (2;3;1), (3;1;2), (3;2;1) - їх буде 6.

Кількість розміщень можна записати [image: image12.png]



Приклад 7. Розклад на день містить 6 уроків. Визначити кількість всіх можливих розкладів при виборі з 9 предметів, при умові, що жоден предмет не стоїть у розкладі двічі.

Розв’язання. Зрозуміло, що таких розкладів буде 

[image: image13.png]4:5:6-7-8-9=60480





Приклад 8. Скільки різних правильних дробів можна скласти з чисел 1; 3; 5; 7; 11; 13; 17; 19, які використовують для запису чисельника і знаменника дробу?

Розв’язання. Дробів, у яких чисельник не дорівнює знаменнику можна скласти А28 штук, але лише половина з них правильні. Отже, шукана кількість дробів  [image: image15.png]



4. Перестановки. [слайд 9]
Означення. Будь-яка впорядкована множина, яка складається з заданих n-елементів, називається перестановкою із n-елементів.

Число перестановок із n-елементів позначають через [image: image16.wmf]n

R

. Р – перша буква французького слова «permutation» -- «перестановки».

Кількість перестановок з n елементів позначають Рn. З означення випливає, що Рn = [image: image18.png]


. Тоді враховуючи формулу для [image: image20.png]


 та 0! = 1, маємо: 

[image: image22.png]


 

Отже, [image: image24.png]



Приклад 9. Скількома способами можна розставити на полиці 6 книжок?

Розв’язання. Очевидно, що шукана кількість способів дорівнює кількості перестановок з 6 елементів (книг): Р6 = 6! = 1 ∙ 2 ∙ 3 ∙ 4 ∙ 5 ∙ 6 = 720.

Приклад 10. Скільки різних чотирицифрових чисел можна скласти з цифр 0; 1; 2; 3, якщо в кожному числі жодна з цифр не повторюється?

Розв’язання. З чотирьох цифр 0; 1; 2; 3 можна утворити Р4 перестановок. Але ті перестановки, які починаються з 0 не будуть записами чотирицифрових чисел, таких перестановок — Р3. Отже, шукана кількість чотирицифрових чисел дорівнює Р4 - Р3 = 4! - 3! = 3!(4 - 1) = 6 ∙ 3 = 18.

5. Комбінації (сполучення). [слайд 10]
Нехай дано множину X з елементів x1, x2,..., xn-1, xn.

Означення. Комбінацією (сполученням) з n елементів по k (k ≤ n) називають будь-яку під множину Y множини X; причому дві такі підмножини вважають різними, якщо вони відрізняються складом.

Число всіх комбінацій з n–елементів по k–елементів позначається символом [image: image26.png]


 (читається: «число комбінацій із n по k» або «це із n по k»)

С – перша буква французького слова «combinasion» «комбінація».

У загальному випадку число комбінацій із n-елементів визначається такою формулою: [image: image28.png]



Наприклад, [image: image30.png]



Приклад 11. [слайд 11] У вазі 6 червоних і 4 білих троянди. Скількома способами з вази можна вибрати: 1) три троянди; 2) дві червоні і одну білу троянду?

Розв’язання. 1) Оскільки порядок вибору не має значення, то вибрати три троянди з 10 можна С310 способами.

[image: image32.png]Cto
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(способів)
2) Дві червоні троянди можна вибрати С26 способами, а одну білу – C14 способами. Тому вибрати дві червоні і одну білу троянди можна способами. Маємо

[image: image34.png]


(способів)
Властивості комбінацій: 
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Якщо в комбінаторній задачі необхідно вибрати k елементів з n, то важливим є питання – необхідно враховувати порядок слідування елементів чи ні. Від цього залежить яку формулу (комбінаторну схему) необхідно використовувати:

якщо порядок має значення, то використовуємо [image: image40.png]


, якщо ні — то [image: image42.png]


. Пропонується наступна задача-схема. [слайд 11]
	В класі 20 учнів. Скількома способами з цього класу можна вибрати...

	старосту й його заступника
	двох чергових

	Обов’язки різні! 

Порядок має значення.

[image: image43.png]19-20 =380




	Обов’язки однакові! 

Порядок не має значення. 

[image: image44.png]





IV. Приклади на закріплення матеріалу (робота біля дошки)
Приклад 12. В сьомому класі вивчається 14 предметів. Скількома способами можна скласти розклад занять на суботу, якщо у цей день тижня має бути 5 різних уроків?

Розв’язання: На перший урок можна розмістити один із 14 предметів, на другий один з решти 13 предметів; на третій – один з 12, які лишились і т. д., тобто шукана кількість способів – це кількість впорядкованих п’яти елементних підмножин даної множини і їх кількість становить [image: image45.wmf]240240
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Приклад 13. Відомо, що вибрати старосту класу і його заступника можна 600 способами. Скільки учнів навчається в цьому класі?

Розв’язання: Нехай у цьому класі n учнів. Тоді, за умовою. [image: image48.wmf]600
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. Єдиний корінь цього рівняння, що задовольняє умову, [image: image51.wmf]25
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. Отже, в класі 25 учнів.

Приклад 14. Скільки екзаменаційних комісій, що складаються із 7 членів, можна утворити із 14 викладачів?

Очевидно, порядок вибору значення не має і комісій буде стільки, скільки існує семи елементних підмножин у чотирнадцятиелементної множини.

Розв’язання: [image: image53.png]



Приклад 15. Скільки різних прямих можна провести через 15 точок площини, з яких ніякі три не лежать на одній прямі?

Розв’язання:  т.я. ніякі три точки не лежать на одній прямій, то будь-яка пара точок задає пряму. Так як порядок вибору точок не має ніякого значення, то шукана кількість є [image: image55.png]



V. Підсумок уроку
Бесіда з учнями:Чи досягли ми на уроці мети, яку поставили перед собою? Чи маємо очікувані результати? 

1. Які задачі називають комбінаторними?

2. Який розділ математики називають комбінаторикою?

3. Наведіть приклади життєвих ситуацій, які вимагають застосування комбінаторики.

4. Сформулюйте правила суми і добутку. Коли вони застосовуються?
VІ. Домашнє завдання: вивчити конспект, ст. 205(знати відповіді на запитання). Виконати №108,112,115, №122(*)
Додаткові приклади
1. Скількома способами можна вибрати 1 фрукт, якщо на тарілці лежить 8 яблук і 6 груш? (14.)

2. В їдальні є 4 перших і 6 других блюд. Скількома способами можна скласти обід? (24.)

3. Скільки можна утворити двоцифрових чисел із цифр 0, 1,2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, якщо цифри в запису числа не повторюються? (90.)

4. Скільки можна утворити трицифрових чисел із цифр 1,2,3,4,5, якщо цифри в запису числа можуть повторюватись? Якою буде відповідь, якщо цифри не будуть повторюватись?(5∙5∙5=125; 5∙4∙3=60.)

5. У продажу є 5 ручок, 4 олівці та 8 лінійок різних видів. Скількома способами учень може придбати набір з ручки, олівця та лінійки? (160.)

6. На будівництві працює 5 мулярів, 4 теслі та 2 штукатури. Скількома способами можна вибрати одного муляра? Одного теслю? Одного штукатура? Бригаду, в якій буде працювати по одному з робітників кожної професії?

7. Скільки п'ятицифрових чисел можна скласти з цифр 2,4, 5, 8, 9, якщо цифри в запису числа не можуть повторюватися? Якщо будуть повторюватися?

8. Заступник директора школи складає розклад уроків для 11 класу. Він запланував на понеділок сім уроків з таких предметів: алгебра, біологія, англійська мова, фізика, українська література, фізична культура, історія. Скільки всього існує розкладів уроків на цей день, якщо урок фізичної культури має бути останнім в розкладі?

9. У класі 10 хлопців і 12 дівчат. Скількома способами з цього класу можна вибрати пару учнів: хлопця і дівчину для ведення концертної програми?

10. В магазині є 8 видів цукерок у коробках. Скільки всього можна утворити наборів, кожен з яких складається з трьох видів цукерок?
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11. Чемпіонат, в якому беруть участь 18 команд проводиться в два кола (тобто кожна команда двічі зустрічається з кожною з решти команд). Визначити, яка кількість зустрічей має бути проведена.
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12. Скільки всього різних п’ятицифрових чисел (без повторення цифр) можна утворити з цифр 1; 2; 3; 4; 5?
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13. Скільки всього різних чотирицифрових чисел (без повторення цифр) можна утворити з цифр 0; 2; 4; 6; 8?
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14. Скільки всього різних перших парних двоцифрових чисел можна утворити із цифр 1; 2; 3; 4; 5; 6; 7 не повторюючи цифр у числах?
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15. Скількома способами можна вибрати 2 олівці і 3 ручки з 5 різних олівців і 6 різних ручок?
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16. На колі розміщено 10 точок. Скільки різних прямих можна провести через ці точки так, що кожній прямій належить дві точки із даних?
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17. Скільки можна скласти різних правильних нескоротних дробів, чисельниками і знаменниками яких є числа 2; 3; 5; 6; 7; 11; 13?
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